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2 k� � � �
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� G�Ö j �Zk� � � �� ^ � `

G0  j �Zk� � � �
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� YS k� � � �2� ^ � `
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�%�H�V�W���O�L�Q�H�D�U���D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q���R�S�H�Q���O�R�R�S���V�\�V�W�H�P���I�U�R�P���U�H�I�H�U�H�Q�F�H���W�R���L�Q�S�X�W���R�X�W�S�X�W���V�L�P�X�O�W�D�Q�H�R�X�V�O�\

�� �Z�K�H�U�H��

�%�H�V�W���O�L�Q�H�D�U���D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q���I�U�R�P���L�Q�S�X�W���W�R���R�X�W�S�X�W

�5�H�O�D�W�L�R�Q�V�K�L�S���R�E�V�H�U�Y�H�G���L�Q�S�X�W���R�X�W�S�X�W���G�L�V�W�R�U�W�L�R�Q�V�� ���D�Q�G���R�X�W�S�X�W���U�H�V�L�G�X�D�O��

  
  Feedback

  
 Actuator

k 0�z

U k� � � � Gru j �Zk� � � �R k� � � �U�×S k� � � ���� 

Y k� � � � Gry j �Zk� � � �R k� � � �Y�×S k� � � ���� 
U�×S k� � � �Y�×S k� � � �: uncorrelated with R k� � � ���

GBLA j �Zk� � � �� Y k� � � �R k� � � �� ^ � `

� U k� � � �R k� � � �� ^ � `
����������������������������������������������������������������

Gry j �Zk� � � �
Gru j �Zk� � � �
�����������������������������������������  �  

U�×S k� � � �Y�×S k� � � ��� YS k� � � �

YS k� � � � Y k� � � �GBLA j �Zk� � � �U k� � � ��± Y�×S k� � � �GBLA j �Zk� � � �U�×S k� � � ��±�  �  
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�����R�G�G���U�D�Q�G�R�P���S�K�D�V�H���P�X�O�W�L�V�L�Q�H���Z�L�W�K���U�D�Q�G�R�P���K�D�U�P�R�Q�L�F���J�U�L�G

�����O�R�J�D�U�L�W�K�P�L�F���I�U�H�T�X�H�Q�F�\���G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q���E�H�W�Z�H�H�Q���������+�]���D�Q�G�����������N�+�]

�� �� �S�H�U�L�R�G�V���� �� �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�V���� �� �V�D�P�S�O�H�V�� �S�H�U�� �S�H�U�L�R�G��

��

��

��

�2�3�$�0�3

15 V�±

+15 V

vg t� � � �

R1

R1

R2

R2

u t� � � ��±

y t� � � �

Rg

vg t� � � �:

P 5� M 25� N 64 1024�u� 

fs 625 kHz� 
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�I�D�V�W���P�H�W�K�R�G �U�R�E�X�V�W���P�H�W�K�R�G��
��

var NY k� � � �� � � �
MP U 2

������������������������������������������������

var NY k� � � �� � � �
MP U 2

������������������������������������������������
var YS� � � �
M U 2
������������������������������������

A�ÖBLA
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�2�3�$�0�3

R3

R1

R4

R2

v- t� � � �

ABLA v+ t� � � �v- t� � � ��±� � � �
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M 40� 
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�*�R�D�O�����X�Q�G�H�U�V�W�D�Q�G�L�Q�J���P�R�Q�L�W�R�U�L�Q�J���S�L�W���F�R�U�U�R�V�L�R�Q
�2�E�V�H�U�Y�D�W�L�R�Q�����L�P�S�H�G�D�Q�F�H���H�Y�R�O�Y�H�V���L�Q���W�L�P�H
�5�H�D�V�R�Q�����S�L�W�W�L�Q�J

counter electrode reference electrodei(t)

v(t)

working electrode

electrolyte
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i t( )

i t( )

v t( )
Z j�Z t��( )

Electrodes
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50 Hz or 60 Hz
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�7�K�H���L�Q�S�X�W���R�X�W�S�X�W���U�H�O�D�W�L�R�Q�V�K�L�S���L�V���J�L�Y�H�Q���E�\���W�K�H���I�R�O�O�R�Z�L�Q�J���F�R�Q�Y�R�O�X�W�L�R�Q���L�Q�W�H�J�U�D�O

�Z�K�H�U�H�� ���L�V���W�K�H���U�H�V�S�R�Q�V�H���R�I���W�K�H���V�\�V�W�H�P���W�R���D���'�L�U�D�F���L�P�S�X�O�V�H���D�W���W�L�P�H��
�� ��� ���U�H�V�S�R�Q�V�H���W�L�P�H���� ��� ���L�P�S�X�O�V�H���W�L�P�H����

�)�R�U���F�D�X�V�D�O���V�\�V�W�H�P�V�� ���I�R�U��

�/�7�9
u t� � � � y t� � � �

�Gt t0�±� � � �

t0 t0t t

�Gt t1�±� � � �

t1 t1t t

g t t0��� � � �

g t t1��� � � �

y t� � � � g t �W��� � � �u �W� � � ��Wd
�f�±

+�f

�³� 

g t �W��� � � � �W
t �W

g t �W��� � � �0� t �W��
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�'�H�I�L�Q�H���W�K�H���W�L�P�H���Y�D�U�\�L�Q�J���I�U�H�T�X�H�Q�F�\���U�H�V�S�R�Q�V�H���I�X�Q�F�W�L�R�Q���D�V

�Z�K�H�U�H�� ���L�V���U�H�S�O�D�F�H�G���E�\�� ���I�R�U���F�D�X�V�D�O���V�\�V�W�H�P�V

�3�U�R�S�H�U�W�L�H�V���W�L�P�H���Y�D�U�\�L�Q�J���)�5�)�����=�D�G�H�K��������������

�‡���6�W�H�D�G�\���V�W�D�W�H���U�H�V�S�R�Q�V�H���W�R���D���S�H�U�L�R�G�L�F���L�Q�S�X�W��

�‡���7�U�D�Q�V�L�H�Q�W���U�H�V�S�R�Q�V�H���W�R��

�V�L�P�L�O�D�U���W�R���W�K�R�V�H���R�I���W�K�H���)�5�)���R�I���D�Q���/�7�,���V�\�V�W�H�P
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GBLTI j�Z� � � �1
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1
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Actuator

Feedback

U k� � � � Gru j �Zk� � � �R k� � � �U�×TV k� � � ���� 

Y k� � � � Gry j �Zk� � � �R k� � � �Y�×TV k� � � ���� 
U�×TV k� � � �Y�×TV k� � � �: uncorrelated with R k� � � ���

GBLTI j�Zk� � � �� Y k� � � �R k� � � �� ^ � `

� U k� � � �R k� � � �� ^ � `
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Gry j �Zk� � � �
Gru j �Zk� � � �
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U�×TV k� � � �Y�×TV k� � � ��� YTV k� � � �
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dt2
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�� 0�  �  �L�Q�L�W�L�D�O���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V��
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������������������������������������

br �: r
r 0� 

nb�¦
ar �: r

r 0� 

na�¦
�����������������������������������������������������  �  �:

s continuous-time

s diffusion

z 1�± discrete-time�¯
�°
�®
�°
�

� 



��������������

�������3�D�U�D�P�H�W�U�L�F���P�R�G�H�O�V���R�I���/�7�,���V�\�V�W�H�P�V

�����J �5�H�O�D�W�L�R�Q���E�H�W�Z�H�H�Q���L�Q�S�X�W���R�X�W�S�X�W���'�)�7���V�S�H�F�W�U�D�������S�O�D�Q�W���P�R�G�H�O���R�Q�O�\

�‡���,�Q�S�X�W���R�X�W�S�X�W���'�)�7���V�S�H�F�W�U�D

����

�Z�L�W�K��

�‡���3�H�U�L�R�G�L�F���V�L�J�Q�D�O�V

�L�I
�����V�W�H�D�G�\���V�W�D�W�H���U�H�V�S�R�Q�V�H
�����L�Q�W�H�J�H�U���Q�X�P�E�H�U���R�I���S�H�U�L�R�G�V���D�U�H���R�E�V�H�U�Y�H�G

U k� � � � 1

N
���������������� u tTs� � � �zk

t�±
t 0� 

N 1�±
�¦� Y k� � � � 1

N
���������������� y tTs� � � �zk

t�±
t 0� 

N 1�±
�¦� 

zk ej2�Sk N�e� 

Y k� � � � G �: k �T��� � � �U k� � � �� 



��������������

�������3�D�U�D�P�H�W�U�L�F���P�R�G�H�O�V���R�I���/�7�,���V�\�V�W�H�P�V

�����J �5�H�O�D�W�L�R�Q���E�H�W�Z�H�H�Q���L�Q�S�X�W���R�X�W�S�X�W���'�)�7���V�S�H�F�W�U�D�������S�O�D�Q�W���P�R�G�H�O���R�Q�O�\�����F�R�Q�W�¶�G��

�‡���$�U�E�L�W�U�D�U�\���V�L�J�Q�D�O�V

�Z�L�W�K

����

�Z�K�H�U�H
��� ���I�X�Q�F�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���G�L�I�I�H�U�H�Q�F�H���E�H�W�Z�H�H�Q���W�K�H���L�Q�L�W�L�D�O���D�Q�G���I�L�Q�D�O���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V

���I�R�U�� ���D�Q�G�� ���I�R�U��

����

�1�R�W�H�V��
���� ���Z�K�H�Q���W�K�H���L�Q�L�W�L�D�O���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V���H�T�X�D�O���W�K�H���I�L�Q�D�O���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V

�����U�H�G�X�F�H�� ���I�R�U�� ���E�\���F�K�R�L�F�H��

Y k� � � � G �: k �T��� � � �U k� � � �TG �: k �T��� � � ��G�: k� � � �� � � �� 

G �: �T��� � � �B �: �T��� � � �
A �: �T��� � � �
������������������������������������

br �: r
r 0� 

nb�¦
ar �: r

r 0� 

na�¦
�����������������������������������������������������  �  TG �: �T��� � � �

IG �: �T��� � � �
A �: �T��� � � �
��������������������������������������

i gr
�: r

r 0� 

nig�¦
ar �: r

r 0� 

na�¦
�������������������������������������������������������  �  

i gr

nig
max na nb��� � � �1�±� �: z 1�±� nig

max na nb��� � � �� �: s s��� 
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�G�L�V�D�G�Y�D�Q�W�D�J�H�����L�O�O���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�H�G���I�R�U���P�X�O�W�L�S�O�H���S�R�O�H�V���]�H�U�R�H�V

�‡���6�\�V�W�H�P�V���Z�L�W�K���W�L�P�H���G�H�O�D�\

nb na�d

G s �T��� � � �C sIna
A�±� � � �1�± B D��� 

G z 1�± �T��� � � �z 1�± C Ina
z 1�± A�±� � � �1�± B D��� 

�TT vecT A� � � � BT C D� > � @� 

G �: �T��� � � �K
�: �]r�±� � � �

r 1� 

nb�–
�: �Or�±� � � �

r 1� 

na�–
������������������������������������������������������������������������� 

G �: �T��� � � �e �Ws�± B �: �T��� � � �
A �: �T��� � � �
������������������������������������� 

G z 1�± �T��� � � �z �WTs�e�± B z 1�± �T��� � � �
A z 1�± �T��� � � �
����������������������������������������� 
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�����Q �3�D�U�D�P�H�W�U�L�]�D�W�L�R�Q�V���/�7�,���V�\�V�W�H�P�V�����F�R�Q�W�¶�G��

�1�R�L�V�H���P�R�G�H�O

�6�L�P�L�O�D�U���D�V���S�O�D�Q�W���P�R�G�H�O

�1�R�W�H

�6�W�D�U�W�L�Q�J���Y�D�O�X�H���S�U�R�E�O�H�P���S�D�U�D�P�H�W�U�L�]�D�W�L�R�Q�V�����V�H�H���&�K�D�S�W�H�U������

�����U�D�W�L�R�Q�D�O���I�R�U�P���Ÿ���O�L�Q�H�D�U���O�H�D�V�W���V�T�X�D�U�H�V

�����V�W�D�W�H���V�S�D�F�H���Ÿ���V�X�E�V�S�D�F�H���P�H�W�K�R�G�V
�����R�W�K�H�U���S�D�U�D�P�H�W�U�L�]�D�W�L�R�Q�V���Ÿ���Y�L�D���U�D�W�L�R�Q�D�O���I�R�U�P�������E�D�F�N���W�U�D�Q�V�I�R�U�P�D�W�L�R�Q
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�����R �0�X�O�W�L�Y�D�U�L�D�E�O�H���V�\�V�W�H�P�V

�‡���/�H�I�W���P�D�W�U�L�[���I�U�D�F�W�L�R�Q�����/�0�)�����G�H�V�F�U�L�S�W�L�R�Q
���Z�L�W�K�� �� �����D�Q�G�� ��

�‡���5�L�J�K�W���P�D�W�U�L�[���I�U�D�F�W�L�R�Q�����5�0�)�����G�H�V�F�U�L�S�W�L�R�Q
���Z�L�W�K�� �� �����D�Q�G�� ��

�‡���&�R�P�P�R�Q���G�H�Q�R�P�L�Q�D�W�R�U

���Z�L�W�K�� �� �����D�Q�G�� ��

�‡���6�W�D�W�H���V�S�D�F�H

�V�D�P�H���I�R�U�P���D�V���6�,�6�2���Z�L�W�K�� �� ���� �� ���� �� �����D�Q�G�� ��

�‡���3�D�U�W�L�D�O���I�U�D�F�W�L�R�Q���H�[�S�D�Q�V�L�R�Q
���D�U�H�� ���U�H�V�L�G�X�H���P�D�W�U�L�F�H�V

�‡���1�R�W�H�V��
�����D�G�Y�D�Q�W�D�J�H���/�0�)���� ���Ÿ��

�����F�R�P�P�R�Q���G�H�Q�R�P�L�Q�D�W�R�U�����U�D�Q�N���U�H�V�L�G�X�H���P�D�W�U�L�F�H�V���F�D�Q�Q�R�W���E�H���L�P�S�R�V�H�G
���Ÿ���W�R�R���P�D�Q�\���S�D�U�D�P�H�W�H�U�V���L�I���U�H�V�L�G�X�H���P�D�W�U�L�F�H�V���D�U�H���Q�R�W���R�I���I�X�O�O���U�D�Q�N��

�����/�0�)�����5�0�)�����D�Q�G���V�W�D�W�H���V�S�D�F�H�����U�D�Q�N���R�Q�H���U�H�V�L�G�X�H���P�D�W�U�L�F�H�V

� � � � � ��Ÿ� � � �� Z� L� W� K� � � �

G �: �T��� � � �A 1�± �: �T��� � � �B �: �T��� � � �� A ny ny�u B ny nu�u

G �: �T��� � � �B �: �T��� � � �A 1�± �: �T��� � � �� A nu nu�u B ny nu�u

G �: �T��� � � �B �: �T��� � � �A �: �T��� � � ��e� A 1 1�u B ny nu�u

A n n�u B n nu�u C ny n�u D ny nu�u

Lr Sr�� ny nu�u

Y k� � � � G �: �T��� � � �U k� � � �� A �: �T��� � � �Y k� � � � B �: �T��� � � �U k� � � �� 

F n n�u F 1�± adj F� � � �detF� � � ��e� det adjF� � � �� � � �detF� � � �� � � �n 1�±� 
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�����S �5�H�I�H�U�H�Q�F�H�V
�%�R�[�����*�����(�����3�����D�Q�G���*�����0�����-�H�Q�N�L�Q�V����������������Time Series Analysis: Forecasting and Control.���+�R�O�G�H�Q���'�D�\��
�2�D�N�O�D�Q�G��
�+�D�Q�Q�D�Q�����(�����-�����D�Q�G���0�����'�H�L�V�W�O�H�U������������������Linear Systems.���:�L�O�H�\�����1�H�Z���<�R�U�N��
�+�H�Q�U�L�F�L�����3��������������������Applied and Computational Complex Analysis.���:�L�O�H�\�����1�H�Z���<�R�U�N�����Y�R�O��������
�.�D�L�O�D�W�K�����7��������������������Linear Systems. �3�U�H�Q�W�L�F�H���+�D�O�O�����(�Q�J�O�H�Z�R�R�G���&�O�L�I�I�V��
�/�M�X�Q�J���� �/���� ����������������System Identification: Theory for the User.�� �3�U�H�Q�W�L�F�H�� �+�D�O�O���� �8�S�S�H�U�� �6�D�G�G�O�H�� �5�L�Y�H�U��
�1�H�Z���-�H�U�V�H�\�����V�H�F�R�Q�G���H�G�L�W�L�R�Q����
�2�O�G�K�D�P�����.�����%�������D�Q�G���-�����6�S�D�Q�L�H�U������������������The Fractional Calculus.���$�F�D�G�H�P�L�F���3�U�H�V�V�����1�H�Z���<�R�U�N��
�3�L�Q�W�H�O�R�Q�����5�����D�Q�G���-�����6�F�K�R�X�N�H�Q�V������������������System Identification: a Frequency Domain Approach.���,�(�(�(
�3�U�H�V�V�����3�L�V�F�D�W�D�Z�D�\�����1�H�Z���-�H�U�V�H�\�����V�H�F�R�Q�G���H�G�L�W�L�R�Q����
�6�|�G�H�U�V�W�U�|�P�����7�����D�Q�G���3�����6�W�R�L�F�D������������������System Identification.���3�U�H�Q�W�L�F�H���+�D�O�O�����(�Q�J�O�H�Z�R�R�G���&�O�L�I�I�V��
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�����F �0�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W���H�[�D�P�S�O�H�����Q�R�Q�O�L�Q�H�D�U���H�O�H�F�W�U�L�F�D�O���F�L�U�F�X�L�W ������
�����G �$�U�E�L�W�U�D�U�\���H�[�F�L�W�D�W�L�R�Q�V���²���H�U�U�R�U�V���L�Q���Y�D�U�L�D�E�O�H�V ������
�����H �0�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W���H�[�D�P�S�O�H�����I�O�H�[�X�U�D�O���Y�L�E�U�D�W�L�R�Q�V���R�I���D���V�W�H�H�O���E�H�D�P ������
�����I �3�H�U�L�R�G�L�F���H�[�F�L�W�D�W�L�R�Q�V���²���V�W�H�D�G�\���V�W�D�W�H ������
�����J �0�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W���H�[�D�P�S�O�H�����O�R�Q�J�L�W�X�G�L�Q�D�O���Y�L�E�U�D�W�L�R�Q�V���R�I���D���S�O�H�[�L�J�O�D�V�V���E�H�D�P ������
�����K �3�H�U�L�R�G�L�F���H�[�F�L�W�D�W�L�R�Q�V���²���W�U�D�Q�V�L�H�Q�W���U�H�J�L�P�H ������
�����L �0�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W���H�[�D�P�S�O�H�����I�O�H�[�X�U�D�O���Y�L�E�U�D�W�L�R�Q�V���R�I���D���V�W�H�H�O���E�H�D�P ������
�����M �6�X�P�P�D�U�\���O�R�F�D�O���S�R�O�\�Q�R�P�L�D�O���P�H�W�K�R�G�V ������
�����N �7�L�P�H���Y�D�U�L�D�Q�W���V�\�V�W�H�P�V���±���D�U�E�L�W�U�D�U�\���H�[�F�L�W�D�W�L�R�Q�V ������
�����O �7�L�P�H���Y�D�U�L�D�Q�W���V�\�V�W�H�P�V���±���S�H�U�L�R�G�L�F���H�[�F�L�W�D�W�L�R�Q�V ������
�����P �0�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W���H�[�D�P�S�O�H�����W�L�P�H���Y�D�U�L�D�Q�W���H�O�H�F�W�U�R�Q�L�F���F�L�U�F�X�L�W���R�S�H�U�D�W�L�Q�J���L�Q���I�H�H�G�E�D�F�N ������
�����M �6�X�P�P�D�U�\���O�R�F�D�O���S�R�O�\�Q�R�P�L�D�O���P�H�W�K�R�G�V ������
�����Q �5�H�I�H�U�H�Q�F�H�V ������
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�����D �$�U�E�L�W�U�D�U�\���H�[�F�L�W�D�W�L�R�Q�V���²���J�H�Q�H�U�D�O�L�V�H�G���R�X�W�S�X�W���H�U�U�R�U

�*�R�D�O�����V�W�D�U�W�L�Q�J���I�U�R�P�� ���D�Q�G�� ���R�E�W�D�L�Q���D���Q�R�Q�S�D�U�D�P�H�W�U�L�F���H�V�W�L�P�D�W�H���R�I

�����W�K�H���I�U�H�T�X�H�Q�F�\���U�H�V�S�R�Q�V�H���I�X�Q�F�W�L�R�Q��

�����W�K�H���Q�R�L�V�H���F�R�Y�D�U�L�D�Q�F�H���P�D�W�U�L�[��

�'�L�I�I�L�F�X�O�W�L�H�V�����W�K�H���S�U�H�V�H�Q�F�H���R�I

���� ���I�R�U���H�V�W�L�P�D�W�L�Q�J��

���� ���D�Q�G�� ���I�R�U���H�V�W�L�P�D�W�L�Q�J��

�3�U�R�S�H�U�W�\��
���� �� ���D�Q�G�� ���D�U�H���V�P�R�R�W�K���I�X�Q�F�W�L�R�Q�V���R�I���W�K�H���I�U�H�T�X�H�Q�F�\

G �:� � � �
u t� � � � y t� � � �

v t� � � �

H �:� � � �

e t� � � �
Y k� � � � G �: k� � � �U k� � � �T �: k� � � �V k� � � �� � � �� 

V k� � � � H �: k� � � �E k� � � �� 

T �: k� � � �TH �: k� � � �TG �: k� � � ���� 

U k� � � � Y k� � � �,

G �:� � � �

CV k� � � � Cov V k� � � �� � � �� 

T �: k� � � � G �: k� � � �

T �: k� � � �G �: k� � � �U k� � � � CV k� � � �

G �:� � � �, H �:� � � �, T �:� � � �
















































































































































































































































































































